HÌNH KHÔNG GIAN 11


CHUYÊN ĐỀ:

DÙNG SƠ ĐỒ ĐỂ CHỨNG MINH CÁC BÀI TOÁN 
PHẦN QUAN HỆ VUÔNG GÓC.

* Trong bài viết  này chỉ trình bày ba vấn đề quan trọng chứng minh quan hệ vuông góc trong không gian, đó là:     

· Chứng minh hai đường thẳng vuông góc.
· Chứng minh đường thẳng vuông góc với mặt phẳng .
· Chứng minh hai mặt phẳng vuông góc .
1. Chứng minh hai đường thẳng vuông góc: 
a) Phương pháp:  

      Cho hai đường thẳng a và b .

      Để chứng minh a
[image: image1.wmf]^

b ta có thể thực hiện theo các cách sau:
· Cách 1: Chứng minh cho a vuông góc với mp(P) chứa đường thẳng b.

· Cách 2: Dùng định lý 3 đường vuông góc.

Định lý:  (Ba đường vuông góc)

 Cho đường thẳng a không vuông góc với mặt phẳng (P) và đường thẳng b nằm trong mp(P), a’ là hình chiếu của a trên mp(P) .

 Khi đó: b
[image: image2.wmf]^

a 
[image: image3.wmf]Û

b
[image: image4.wmf]^

a’.

· Cách 3: Sử dụng tích vô hướng:

      Đường thẳng a và b có vectơ chỉ phương lần lượt là 
[image: image5.wmf]uur
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       Khi đó:    a
[image: image7.wmf]^

b 
[image: image8.wmf].
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· Cách 4: Thông qua quan hệ song song.
   
[image: image9.wmf]//
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· Cách 5: Nếu a và b cùng nằm trong một mặt phẳng ta sử dụng các tính chất về chứng minh vuông góc trong hình học phẳng đã biết.
b) Các ví dụ:  

Ví dụ 1:  Cho hình chóp S.ABC có SA=SB = SC = CA = CB = a
[image: image11.wmf]2
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. Chứng minh SC 
[image: image13.wmf]^

 AB .

	* Hình vẽ: 


	[image: image14.emf]
(Với H là trung điểm của AB).


* Sơ đồ :       
[image: image15.wmf](
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* Trình bày lời giải:

Cách1:  Gọi H là trung điểm của AB
Theo giả thiết : SA = SB 
[image: image16.wmf]Þ

 
[image: image17.wmf]SAB
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image19.wmf]ABSH   (1)
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                         CA = CB 
[image: image20.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image21.wmf]CAB
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image23.wmf]ABCH  (2)
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SH và CH cắt nhau và cùng thuộc mặt phẳng (ABC)


[image: image24.wmf](
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 (SHC) 
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 SC 
[image: image27.wmf]^

 AB   (đpcm)
Cách 2:    Ta có:   
[image: image28.wmf].
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[image: image32.wmf]Þ

 SC 
[image: image33.wmf]^

 AB  (đpcm)
Ví dụ 2: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD cạnh đáy bằng a.Gọi E là điểm đối xứng của D qua trung điểm cạnh SA. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AE, BC. Chứng minh MN 
[image: image34.wmf]^

BD.

* Hình vẽ:

[image: image35.png]



* Sơ đồ :       (P là trung điểm SA, I là tâm của hình vuông ABCD)


[image: image36.wmf](
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* Trình bày lời giải:

Gọi P là trung điểm SA và I là tâm của hình vuông ABCD

   
[image: image37.wmf]Þ

 MP là đường trung bình trong tam giác EAD 

   
[image: image38.wmf]Þ

 MP // AD và MP = 
[image: image39.wmf]1
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AD                                                                (1) 

Vì N là trung điểm BC 
[image: image40.wmf]Þ

 NC // AD và NC = 
[image: image41.wmf]1
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BC = 
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               ( ABCD là hình vuông nên BC = AD) 

Từ (1) và (2) 
[image: image43.wmf]Þ

 MP // NC và MP = NC


[image: image44.wmf]Þ

 Tứ giác MNCP là hình bình hành 


[image: image45.wmf]Þ

MN // CP , mà 
[image: image46.wmf](
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MN // (SAC)                                   (3)

Mặt khác      
[image: image48.wmf]BDAC
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 (vì ABCD là hình vuông ) 

                     
[image: image49.wmf]BDSI
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 ( SI là đường cao của hình chóp đều)

        
[image: image50.wmf]Þ

 BD
[image: image51.wmf]^

 (SAC)                                                                                (4)

Từ (3) và (4) 
[image: image52.wmf]Þ

BD
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 MN   (đpcm)

c) Bài tập:  

Bài 1: (SGK hình học 11- trang 98)   

   Trong không gian cho hai tam giác đều ABC và ABC' có chung cạnh AB và nằm trong hai mặt phẳng khác nhau.Gọi M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của các cạnh AC, CB, BC', CA'. Chứng minh rằng.

a) 
[image: image54.wmf]ABCC'

^

       ;       b) Tứ giác MNPQ là hình chữ nhật.

Bài 2: (SGK hình học 11- trang 98)   

  Cho hình chóp tam giác S.ABC có SA = SB = SC và có 
[image: image55.wmf]·
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. Chứng minh  rằng 
[image: image56.wmf]SABC
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Bài 3: (SGK hình học 11- trang 98)   

  Trong không gian cho hai hình vuông ABCD và ABC'D' có chung cạnh AB nằm trong hai mặt phẳng khác nhau, lần lượt có tâm là O và O'. minh  rằng 
[image: image59.wmf]ABOO'
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, và tứ giác CDD'C' là hình chử nhật.

Bài 4: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a , SA vuông góc với đáy và 
[image: image60.wmf]SAa

=

. Gọi M,N lần lượt là trung điểm của SB và SD. Gọi I là giao điểm của  SC và mặt phẳng (AMN). Chứng minh SC vuông góc với AI.

Bài 5: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thang, trong đó 
[image: image61.wmf]·
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[image: image62.wmf]BABCa, AD2a.
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 Giả sử SA = 
[image: image63.wmf]a2

 và SA vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Chứng minh SC
[image: image64.wmf]^

 CD.

2. Chứng minh đường thẳng vuông góc với mặt phẳng : 

a) Phương pháp:   Để chứng minh đường thẳng  a vuông góc với mặt phẳng (P): 

· Cách 1: Chứng minh cho a vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau trong (P). 

· Cách 2: 
[image: image65.wmf](
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 (Chứng minh:  a là giao tuyến của hai mặt phẳng cùng vuông góc với (P) ).
· Cách 3: 
[image: image66.wmf](
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 (Chứng minh:  :  Đường thẳng a nằm trong mặt phẳng(Q) và (Q) 
[image: image67.wmf]^

(P).

                            Giao tuyến b của (Q) và (P) cũng vuông góc với a ).

· Cách 4:  Kết hợp quan hệ song song     

           
[image: image68.wmf](
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[image: image69.wmf](
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[image: image70.wmf]
b) Các ví dụ:  

Ví dụ 1: Cho hình chóp S. ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, mặt bên (SAB) là tam giác đều. Gọi E, F là trung điểm của AB và CD. Biết tam giác SCD vuông cân tại S. Chứng minh: SE 
[image: image71.wmf]^

 (SCD) .
* Hình vẽ:

[image: image72.emf]
* Sơ đồ:
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* Trình bày lời giải:
( Do 
[image: image74.wmf]D

SCD

 cân tại S có F là trung điểm của CD  
[image: image75.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image76.wmf]^
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Mà 
[image: image77.wmf]^

CDEF

 (theo tính chất của hình vuông)
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( Ta chứng minh 
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vuông tại S có SF là đường trung tuyến nên 
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 đều cạnh a có SE là trung tuyến nên  
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Ta có : 
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2

22

22

33

2244

æö

æö

=+=+==

ç÷

ç÷

èø

èø

22

+

aaaa

SESFaEF


Vậy 
[image: image86.wmf]D
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 vuông tại S
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Từ (1) và (2) 
[image: image88.wmf](
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Ví dụ 2: Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a. Mặt bên SAD là tam giác đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với đáy.Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm SB, BC, CD.Chứng minh BP
[image: image89.wmf]^

(MAN) .                                                      
* Hình vẽ:

[image: image90.png]



* Sơ đồ : (Với H là trung điểm của AD, E là giao điểm của CH và BP)
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* Trình bày lời giải:
Gọi  H là trung điểm của AD, do SAD là tam giác đều, nên SH 
[image: image92.wmf]^

AD

Vì (SAD) 
[image: image93.wmf]^

(ABCD) theo giao tuyến AD

         
[image: image94.wmf]Þ

SH
[image: image95.wmf]^

(ABCD)  
[image: image96.wmf]Þ

 SH 
[image: image97.wmf]^

 BP                                                                               (1) 

Vì:    BC = DC  ,  DH = CP
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 (ABCD là hình vuông) 

      
[image: image99.wmf]Þ

Hai tam giác vuông BPC và CHD bằng nhau 

      
[image: image100.wmf]Þ
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[image: image104.wmf]Þ

Tam giác BEC vuông tại E (E là giao điểm của CH và BP)   
[image: image105.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image106.wmf]^
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Từ (1) và (2) suy ra: 
[image: image107.wmf](
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Do AH // CN, AH = CN =
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 tứ giác ANCH là hình bình hành 
[image: image110.wmf]Þ

CH // AN  

Mà MN // SC (MN là đường trung bình trong ∆SBC)   
[image: image111.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image112.wmf](
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Từ (3) và (4) suy ra: 
[image: image113.wmf](
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c) Bài tập:  

Bài 1: (SGK hình học 11- trang 104)   

    Cho hình chóp S. ABCD có đáy ABCD là hình thoi và có SA = SB = SC = SD. Gọi O là giao điểm của AC và BD. Chứng minh rằng:

 a) Đường thẳng SO vuông góc với mặt phẳng (ABCD) ;

 b) AC
[image: image114.wmf]^

 (SBD) và BD 
[image: image115.wmf]^

(SAC).

Bài 2: (SGK hình học 11- trang 104)   

    Trên mặt phẳng 
[image: image116.wmf](
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α

cho hình bình hành ABCD. Gọi O là giao điểm của AC và BD, S là một điểm nằm ngoài mặt phẳng 
[image: image117.wmf](
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 sao cho SA = SC, SB = SD. Chứng minh rằng:

  a) 
[image: image118.wmf]SO(

α)

^

;

  b) Nếu trong mặt phẳng (SAB) kẻ SH vuông góc với AB tại H thì AB 
[image: image119.wmf]^

(SOH) .

Bài 3: Cho hình chóp S. ABCD có đáy ABCD là hìnhvuông cạnh a, mặt bên (SAB) là tam giác đều. Gọi E, F là trung điểm của AB và CD.

  a) Cho biết tam giác SCD vuông cân tại S. Chứng minh: SE 
[image: image120.wmf]^

 (SCD) và SF 
[image: image121.wmf]^

(SAB);

  b) Gọi H là hình chiếu vuông góc của S trên EF. Chứng minh SH 
[image: image122.wmf]^

 AC.

Bài 4:    Cho tam giác ABC có BC = 2a và đường cao AD = a. Trên đường thẳng vuông góc với mp(ABC) tại A lấy điểm S sao cho SA= a
[image: image123.wmf]2

.Gọi E, F là trung điểmSB,SC. 

  a) Chứng minh BC 
[image: image124.wmf]^

 (SAD);

  b) Tính diện tích của tam giác AEF.

Bài 5. Cho tứ diện ABCD có DA vuông góc với mặt phẳng (DBC) và tam giác ABC vuông tại A. Kẻ DI 
[image: image125.wmf]^

BC( I thuộc BC).

  a) Chứng minh BC 
[image: image126.wmf]^

(AID);

  b) Kẻ DH 
[image: image127.wmf]^

 AI( H thuộc AI). Chứng minh DH 
[image: image128.wmf]^

(ABC).

3. Chứng minh hai mặt phẳng vuông góc .
a) Phương pháp:  
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(Ta chứng minh mặt phẳng này chứa một đường vuông góc với mặt phẳng kia)

b) Các ví dụ:  

Ví dụ 1: Cho hình chóp S. ABC có SA 
[image: image131.wmf]^

(ABC). Trong tam giác ABC các đường cao AE và 

CF cắt nhau tại O. Gọi H là trực tâm của tam giác SBC. Chứng minh: (SBC) 
[image: image132.wmf]^

(SAE) và (SBC) 
[image: image133.wmf]^

(CFH).  

* Hình vẽ:


[image: image134.png]



* Sơ đồ :             
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[image: image136.wmf](
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* Trình bày lời giải:
* Ta có :   
[image: image137.wmf](
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[image: image138.wmf]Þ
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                 BC 
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 AE   ( vì AE là đường cao trong tam giác ABC) 

                 AE và SA cắt nhau tại A và cùng nằm trong mp (SAE) 
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 BC 
[image: image142.wmf]^

 (SAE) ,mà BC 
[image: image143.wmf]Ì

(SBC) 
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 (SBC) 
[image: image145.wmf]^

 (SAE)

* Vì SA 
[image: image146.wmf]^

 (ABC) 
[image: image147.wmf]Þ
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 (vì CF là đường cao trong tam giác ABC)
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Mặt khác do H là trực tâm tam giác SBC 
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Ví dụ 2: Cho hình chóp S. ABCD có đáy ABCD là hình thoi cạnh a có góc 
[image: image159.wmf]·
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 = 600 

và SA=SB = SD = a.

a) Chứng minh mặt phẳng (SAC) vuông góc mặt phẳng (ABCD).

b) Chứng minh tam giác SAC vuông.

* Hình vẽ:
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* Sơ đồ :         

 
[image: image161.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

SBD  cân            

BDSO   

BDSAC

O là trung 

đi

êm BD

   SACABCD

BDAC   2                                

        

BDABCD                                  

                             

ìD

ì

^Ü

ïí

^Ü

í

î

·^Ü

ï

^

î

Ì

(1)

()

     

ì

ï

ï

í

ï

ï

î


	
	Tại A hoặc tại C( không xảy ra do SO
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* Trình bày lời giải:
a) Chứng minh (SAC) vuông góc với (ABCD)

Gọi O là tâm của hình thoi ABCD.

Ta có : 
[image: image166.wmf]D

SBD

 cân tại S có O là trung điểm của BD 
[image: image167.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image168.wmf]BDSO

^

                  (1)

            ABCD là hình thoi 
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b) Chứng minh tam giác SAC vuông

Ta chứng minh SO = AO = OC.

( Do 
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 đều cạnh a có AO là đường trung tuyến
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Mà SO là đường trung tuyến của 
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 vuông tại S.

Ví dụ 3:  Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chử nhật với AB = a, AD=
[image: image182.wmf]a2

,

SA = a và SA vuông góc với đáy (ABCD). Gọi M là trung điểm của AD. Chứng minh mặt phẳng (SAC) vuông góc với mặt phẳng (SBM).

* Hình vẽ:
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* Sơ đồ:     
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* Trình bày lời giải:          
Giả sử 
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Trong tam giác vuông AMD có:  
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 Trong tam giác vuông ADC có: DC = a , AD = 
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c) Bài tập:  

Bài 1:(SGK hình học 11): 

   Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D'.Chứng minh rằng:  

   a) Mặt phẳng (AB'C'D) vuông góc với mặt phẳng (BCD'A') ;

   b) Đường thẳng AC' vuông góc với mặt phẳng (A'BD).

Bài 2:(SGK hình học 11): 

   Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là một hình thoi cạnh a và có SA = SB = SC = a. Chứng minh rằng:

a) Mặt phẳng (ABCD) vuông góc với mặt phẳng (SBD);

b) Tam giác SBD là tam giác vuông.

Bài 3: Cho hình chóp  S.ABCD  có đáy ABCD là hình vuông cạnh a, SA vuông góc với đáy và SA = a
[image: image201.wmf]2

. Chứng minh rằng

a) Các mặt bên hình chóp là những tam giác vuông;

b) Mặt phẳng (SAC) vuông góc với mặt phẳng (SBD) .

Bài 4: Cho hình chóp  S.ABC  có đáy ABC tam giác vuông tại C, hai mặt bên (SAC) và (SAB) cùng vuông góc với đáy. Gọi D, E lần lượt là hình chiếu của A trên SC và SB. Chứng minh mặt phẳng (SAB) vuông góc với mặt phẳng (ADE).

[image: image202.png]









Tính OA = OC?( Dựa vào ∆ABD)


Tính OS ?( Dựa vào ∆SBD)
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